



VAN OBSERVATIE TOT EXTRAPOLATIE:
Gefundeerde methoden voor de analyse van 
extreme gebeurtenissen
Hoe snel kan een mens de 100 meter lopen? Hoe lang moet de landingsbaan van een vliegveld zijn? En hoe hoog
onze zeedijken? Hoeveel verlies kan een beleggingsportefeuille lijden? Hoe groot kan de schade zijn bij een
aardbeving of orkaan? Hoeveel kapitaal moet een financiële instelling opzij leggen als buffer voor slechte tijden?
John Einmahl en Johan Segers weten hoe actuarissen deze vragen, die extreme gebeurtenissen en bijbehorende
kleine kansen betreffen, moeten aanpakken.
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Actuarissen moeten de financiële impact inschatten van
minder waarschijnlijke maar niet onmogelijke scenari-
o’s. Een klassiek voorbeeld is het prijzen van een stop-
loss herverzekeringscontract met een hoge, zelden
overschreden retentie. Voorbeelden in de financiële
sfeer zijn grote koersbewegingen op de aandelenmarkt
(marktrisico) of het faillissement van grote debiteuren
(kredietrisico). Zowel het bedrijfsmanagement als de
regelgeving (Solvency II, Basel II, FTK) vraagt van de
actuaris een gefundeerde en gedetailleerde verslagleg-
ging van de risico’s waaraan de financiële instelling
blootstaat, in de vorm van risicomaten (Value at Risk,
TailVaR) en hieraan gekoppeld een advies voor de aan te
leggen kapitaalbuffer (Economic of Regulatory Capital).
Bij de analyse dient de actuaris zich te baseren op
gebeurtenissen uit het verleden en/of op gesimuleerde
data verkregen uit complexe scenariogeneratoren, zoals
bij stormschade of kredietrisico.
De gebruikelijke statistische methoden zijn niet erg
geschikt om vragen betreffende extreme gebeurtenis-
sen aan te pakken: observaties aan de rand van de data-
set worden als uitzonderlijk, soms zelfs verdacht,
beschouwd, en de aandacht richt zich voornamelijk op
het gros van de data. Zulke technieken kunnen dus niet
goed werken wanneer de focus precies ligt op die eerder
ongebruikelijke observaties, alle ad hoc modificaties ten
spijt. 
In de afgelopen twee tot drie decennia is er echter een
volwaardige statistische methodologie ontwikkeld om
extreme gebeurtenissen te doorgronden: de extreme-
waardentheorie ofwel kansrekening van extremen en de
bijbehorende extremenstatistiek. We zullen dit in het
vervolg afkorten met EVT van het Engelse Extreme
Value Theory. Alhoewel het woord ‘theorie’ gevallen is,
is dit een van de deelgebieden van de statistiek waarbij
theorie en praktijk hand in hand gaan en frequent kruis-
bestuiving plaatsvindt. De grondgedachte in EVT is om
vragen betreffende extreme gebeurtenissen (die per
definitie niet vaak voorkomen) te beantwoorden met
informatie over ongewone, maar toch wat minder
extreme gebeurtenissen (die vaker voorkomen). Dit leidt
niet alleen tot een mooie, coherente theorie, maar -
belangrijker - werkt in de praktijk uitstekend. De
methodologie is bovendien toepasbaar in situaties
waarin het samenspel van meerdere risico’s een rol
speelt. EVT is dus een deelgebied van de statistiek dat
uitermate geschikt is om problemen betreffende
extreme gebeurtenissen, risico’s en risicomaten, verde-
lingen met dikke staarten, etc., aan te pakken; zie Beir-
lant, Goegebeur, Segers en Teugels (2004) voor een
recent overzicht.
EÉN RISICO
We illustreren het voorgaande aan de hand van de scha-
dedata in Klugman en Parsa (1999), een in de academi-
sche literatuur veel gebruikte dataset, oorspronkelijk
aangeleverd door Insurance Services Office
(www.iso.com). De auteurs stellen dat een goede fit ver-
kregen wordt door het zogenaamde invers paralogisti-
sche model, een model met twee parameters en een
speciaal geval van de inverse Burr-verdeling. Figuur 1
ondersteunt deze claim: de gefitte paralogistische dicht-
heid volgt mooi de niet-parametrische dichtheidsschat-
ter. Echter, zoomen we in op de grote schades, dan oogt
de fit heel wat minder fraai, zie figuur 2. De paralogisti-
sche kwantielen zijn veel te groot; ze passen niet bij de
data. Met andere woorden, het paralogistische model
legt veel te veel massa in de rechterstaart van de scha-
deverdeling.
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Johan Segersgrote drempelwaarde en niet met de normale verdeling,
maar met de GP-verdeling in de hoofdrol.
Dit theoretische resultaat is niet alleen interessant voor
academici, maar heeft ook grote praktische relevantie.
Er volgt namelijk uit dat de GP-verdeling bij uitstek
geschikt is als middel tot extrapolatie, om een idee te
krijgen van hoe erg het kan worden in de buurt van en
zelfs voorbij het ergste dat je al waargenomen hebt. Een
cruciale rol hierbij vervult de vormparameter van de GP-
verdeling, ook wel extreme-waardenindex of staartindex
genoemd. Deze staartindex is de parameter bij uitstek
om het gewicht in de staart van een verdeling te model-
leren. De staartindex behorende bij de parameters van
de in Klugman en Parsa (1999) gefitte inverse paralo-
gistische verdeling, is veel groter dan de staartindex van
de gefitte GP-verdeling. Dit grote verschil komt door het
feit dat de paralogistische parameters geschat zijn op
basis van alle 1500 geobserveerde schades, terwijl de
GP-verdeling gefit is enkel en alleen op basis van de
heel grote schades. Resultaat is een veel betere fit in de
staart, zoals ook blijkt uit figuur 2. Deze goede staartfit
is van cruciaal belang bij het bepalen van herverzeke-
ringspremies. Maar ook bij andere problemen, zoals
Economic Capital-berekeningen op basis van gesimu-
leerde data uit complexe scenariogeneratoren, is het
voorgaande, mutatis mutandis, zeer goed te gebruiken.
Merk ten slotte op dat historische simulatie, de volledig
niet-parametrische procedure, geen bevredigende
resultaten kan geven waar het extreme gebeurtenissen
betreft. Extrapolatie naar regio’s met nauwelijks of geen
data kan niet zonder enige netheid van de staart van de
verdeling te veronderstellen. De grote troef van extre-
menstatistiek is dan dat deze vereiste netheid minimaal
is en speciaal op maat gemaakt voor het beoogde doel.
MEERDERE RISICO’S
De dataset van Klugman en Parsa (1999) vermeldt niet
alleen de terugbetaalde schades, maar ook de bijbeho-
rende afhandelingskosten (ALAE of Allocated Loss
Adjusted Expenses). Bij het prijzen van een herverzeke-
ringscontract dat zowel de loss als de ALAE omvat, is de
gezamenlijke verdeling van beide risico’s vereist, in het
bijzonder wanneer de loss of de ALAE groot zijn. In
Klugman en Parsa (1999) wordt de afhankelijkheid tus-
sen loss en ALAE gemodelleerd met de Frank copula.
Het voorgestelde model fit het gros van de data inder-
daad uitstekend. Copula’s vormen een algemene en
flexibele manier om de afhankelijkheid tussen risico’s te
modelleren. Ze zijn de laatste jaren erg populair in de
actuariële en financiële literatuur als gevolg van het
inzicht dat het aloude paradigma van correlaties en de
multivariaat normale verdeling inadequaat is voor finan-
ciële risico’s, omdat niet alleen de staarten van de nor-
male verdeling, maar ook de normale copula vaak niet
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Een veel beter model voor de grote schades is de zoge-
naamde gegeneraliseerde Pareto (GP) verdeling: in
figuur 2 liggen de data rond de 45-gradenlijn. Dit is geen
toeval: onder zwakke veronderstellingen op de theoreti-
sche schadeverdeling volgt namelijk dat de overschrij-
dingen van de schades boven een hoge retentie bij bena-
dering het GP-model volgen (Pickands, 1975). De
situatie is een beetje vergelijkbaar met de centrale
limietstelling uit de kansrekening: gemiddelden van
grote steekproeven uit verdelingen met eindige variantie
zijn in de limiet steeds normaal verdeeld, ongeacht de
oorspronkelijke populatieverdeling. In de extremen-
statistiek geldt dus een soortgelijk resultaat, niet voor
gemiddelden, maar voor overschrijdingen over een
FIGUUR 2: QQ-PLOT INGEZOOMD OP DE GROOTSTE 25 
(VAN DE 1500) SCHADES
FIGUUR 1: NIET-PARAMETRISCHE EN PARALOGISTISCHE 
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Maar ook hier blijkt dat het model faalt waar het de
extreme observaties betreft. De rode doorgetrokken lijn
in figuur 3 toont de door het Klugman-Parsa-model
geïnduceerde 99%-kwantielkromme. Deze kromme is
de verzameling van alle punten met de eigenschap dat
de kans horende bij het linkerbenedenkwadrant van dat
punt, gelijk is aan 99% procent. Bijvoorbeeld, het vol-
gens het model verwachte aantal observaties buiten de
rode gestippelde rechthoek is gelijk aan (100-99)%x1500
= 15. Echter, van de 1500 observaties liggen er slechts 3
buiten het getoonde kwadrant, veel minder dus dan ver-
wacht. De blauwe krommen in figuur 3 tonen de 99%-
kwantielkrommen en een bijbehorend kwadrant zoals
gefit volgens EVT. Het aantal observaties buiten het
blauwe kwadrant is gelijk aan 14, deze keer wel in over-
eenstemming met het verwachte aantal. Zoals in de
vorige sectie zijn de extreme loss- en ALAE-observaties
gemodelleerd via de GP-verdeling. 
Nieuw ten opzichte van de vorige sectie is de manier
waarop in de EVT-werkwijze met de afhankelijkheid tus-
sen de loss en de ALAE wordt omgegaan. Dit gebeurt
hier met het EVT-analogon van de copula, de zoge-
naamde spectraalmaat of hoekmaat, in de figuur
geschat via een variant van de methode beschreven in
Einmahl, De Haan en Piterbarg (2001). Grofweg gezegd,
beschrijft deze hoekmaat de relatieve groottes van de
coördinaten van een extreme observatie. Zij beschrijft de
afhankelijkheid zo flexibel mogelijk, en alleen maar voor
de extreme observaties: dit is precies wat nodig is om
risico’s en risicomaten te combineren. In overeenstem-
ming met de EVT-filosofie zijn de veronderstellingen die
deze werkwijze rechtvaardigen, minimaal. Extrapolaties
op basis van het gefitte model laten de observaties zo
veel mogelijk voor zichzelf spreken, dus zonder model-
aannamen die het resultaat eigenlijk al vastleggen nog
voordat de data-analyse heeft plaatsgevonden. 
CONCLUSIE
EVT is een statistische methodologie die met minimale
modellering een maximum aan informatie uit de
extreme observaties van een dataset weet te halen.
Door het vermijden van onnodige onderstellingen, die
inherent zijn aan een parametrisch model, is de analyse
eerlijk in de zin dat ze de data voor zichzelf laat spreken.
Extrapolatie op basis van EVT werkt in het algemeen
dan ook veel beter dan die op basis van volledig para-
metrische modellen. Zowel univariate als multivariate
problemen liggen binnen het bereik van de methode, al
zijn de ontwikkelde multivariate methoden in de praktijk
voorlopig alleen bruikbaar voor laagdimensionale pro-
blemen. Voor de actuaris biedt de methode een veelzij-
dig en bruikbaar handvat voor onder andere het prijzen
van herverzekeringscontracten, de berekening van risi-
comaten en het verlenen van gefundeerde adviezen met
betrekking tot economic en regulatory capital.
Zie ook pagina 14.
FIGUUR 3: SCATTERPLOT VAN LOSS-ALAE DATA (LOGARITMISCHE
SCHAAL) EN 99%-KWANTIELCURVES HORENDE BIJ HET KLUGMAN-
PARSA (ROOD) EN EVT (BLAUW) MODEL
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